10.3.16 Diferencialni a integralni pocet ve fyzice

Predpoklady: 100315

Derivaéni vztahy

Jednim z objevitelll diferencidlniho a integralniho poctu byl Isaac Newton. Jeho zdjem nebyl
pry primarné matematicky, béhem prace na své mechanice zjistil, Ze dosavadni matematika
neumoziuje piesné zachytit déje v piirod€ a nezbylo mu nic jiného nez chybéjici ¢ast
matematiky vytvofit vlastnimi silami.
Proc?
V piirod¢é pomérné Casto plati, Ze jedna veli¢ina je zménou jiné veli¢iny v Case:
. y . ‘o As
* rychlost je zména drahy za zménu Casu: v = v

.. y . . Av
* zrychleni je zména rychlosti za zménu Casu: a = A
!
. . y o N AW
* vykon je zména vykonané prace za zménu Casu: P = v
t
.y o . AQ
* elektricky proud je zména néboje za zménu Casu: [ = N
1

* indukované elektrické napéti je zaporné vzatd zmeéna magnetického indukéniho toku
AD

zazménu Casu: U, = ———,
At

Ve vsech ptipadech jsme si fikali, Ze okamzitou hodnotu veli€iny na levé stran€ ur¢ime tim
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delsi, tim vic se vysledna hodnota zlomku bude bliZit primérné hodnoté veli¢iny vlevo.

Naptiklad zcela pfesnou hodnotou okamZité rychlosti v = % by bylo ¢islo, ke kterému by se
!

. A . A
blizily hodnoty zlomku XS pro stdle mensi a mensi hodnoty Ar. Jde tedy o llrr%) KS’ cozZ neni
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nic jiného nez definice derivace. Rychlost je tedy derivaci drahy podle ¢asu: v = ? Stejné to
t

plati i v ostatnich piipadech: a _dv , P :d—W, I :d_Q, U, = _d®
d dt dt dt

Nemusime si tedy pamatovat vzorce pro rychlost v jednotlivych druzich pohybu, staci, kdyz
zname vzorec pro drdhu a z né¢j mizeme urcit derivovanim i vzorce pro rychlost a zrychleni.



Pr.1: OkamZitd vychylka harmonického oscildtoru je ddna rovnici y =y _sin (a,t) Najdi

vzorce pro okamzitou rychlost a i okamzité zrychleni.

v =4 Z[ym sin(at)]' =y, cos(ar) o=y, ucos(ar) =v, cos(ar)

dt

I

0= =y, wcos(@r)] =y, ~sin(a)]@o= -y, @ sin(wr) = ~a, sin (a)

dt

Derivace jsou tedy skvéla zprava: Pokud zndme vzorec pro polohu pro libovolny druh pohybu
a umime derivovat, nemusime se ucit vzorce pro rcyhlost a zrychleni, protoZe je snadno
zjistime derivovanim.

V praxi vétSinou vychdzime z opacné situace - zndme zrychleni (diky znalosti piisobicich sil)
a snazime se urcit vztahy pro okamzZitou rychlost a okamzitou vychylku daného pohybu,
abychom zjistili, jak se bude sledovana situace vyvijet.

- ‘e . . . dv
Podivame se nejdfive na vztah mezi rychlosti a zrychlenim: a = 7 /dt

t

dv =aldt (tento vyraz odpovida ,,trojihelnickovému* vztahu Av = a [Ar, ktery jsme
pouzivali pii vypoctech v tabulce v ucebnici fyziky napiiklad v hodin€ 010119).
My vSak nechceme spocitat piirustek rychlosti, ale jeji hodnotu v néjakém ¢asu = musime
seCist vSechny pfirtistky a tim spocitat integral.
V= I dv= Ia Ldt
Pokud se nebudeme ptét po velikosti rychlosti v konkrétnim Case, staci ndm funkce, kterou
ziskame integrovanim.
Pokud nds zajima i konkrétni hodnota, miZeme do ziskané funkce dosadit (neboli spocitat
urcity integral).

Zkusime to pro rychlost rovnomérné zrychleného pohybu:

Ronovmérné zrychleny pohyb: a = konstanta

v=.[aBit:aJ-dt=aﬂ+C

Jaky mé konstanta C vyznam v matematice?

Pfi hledani neurcitého integralu hledame vSechny funkce, které po zderivovani daji funkci,
kterou jsme integrovali = v naSem ptipad¢, hledame vSechny funkce, které se zderivuji na
konstantu a.

Nas vysledek: y =at +C, tedy nekone¢n€ mnoho funkci
y=at;y=at+1l;y=at—5;y=at+100077; y = at —0,00005; ...

Jak vypadaji tyto funkce v grafu?
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Nekonecné mnoho rovnobé&znych piimek. Jejich svislé posunuti urcuje konkrétni hodnota
konstanty C (hodnoty vSech téchto funkci se méni stejnym zplisobem = vSechny tyto funkce
maji stejnou derivaci).

Jak vypadaji grafy rychlosti riznych rovnomérné zrychlenych pohybii se zrychlenim a?
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Nekonecn¢ mnoho rovnobéznych piimek. Jejich svislé posunuti urcuje konkrétni hodnota
pocétecni rychlosti v, (vSechy tyto grafy se méni stejnym zptisobem = vSechny maji stejnou
hodnotu zrychleni a).

Co tedy znamen4 integra¢ni konstanta C ve fyzice? V tomto konkrétnim ptipadu konstanta C
predstavuje hodnotu pocdtecni rychlosti v,. Obecné ndm integracni konstanta umoZziuje

popsat pocatecni podminky.

Pr.2: Urci integrovanim vzorec pro drahu rovhomérné zrychleného pohybu.

- Obecné vypocet drahy:

v=§:ds:vmit

s:.[ds:jvﬂit

Konkrétné pro rovnomérné zrychleny pohyb:

2

s:.[vﬂit=j(v0+at)dt=.[v0 Bit+a.[tﬂz’t:v0t+a%+C:s0+v0t+%at2



Integraly jsou snad jesté lepsi nez derivace. U pohybu si nemusime pamatovat Zadné vzorce.
Staci védet, jak se v Case meni zrychleni a vzorce pro rychlost i polohu uréime integrovanim.

T o . iy o o dw
Stejné moznosti mame i u dalSich dvojic veli¢in svdzanych deriva¢nim vztahem: P = o
t
d d®
-0y =L
dt dt

Odvozovani vztahi

Vzorec pro praci: W = Fs - funguje pouze v piipadé, Ze sila se na celé draze neméni =
univerzaln€jsi postup: dW = F [ds - maly piirastek prace ur¢ime jako soucin sily a malého
piirastku dréhy, tyto pfirtistky miZzeme urovat zcela ptesné i v piipadé, Ze se sila béhem
pohybu méni.

52
Celkovou préci pak ziskame jako integrdl: W = J-F ds.

‘Yl
Cemu se rovna vykonand préce, pokud na téleso piisobi jedind sila, kterd je zaroveti
vyslednici?

. F .
Takové téleso se pohybuje se zrychlenim a =— = F =ma , dosadime do integralu:
m

8, 5, Sy dv Sy ds Sy vy V2 V2
W=|Fds=|mads=|m—ds=|m—dv =|mvdv = |mvdv =m|—| =
L A N o
—_ 1 2 1 2 _

_Emvz _Emvl =E,-E,=AE,

V tomto piipad¢ se vykonand prace rovnd zméné kinetické energie.

Jak to vypadd, kdyZ se naopak ptisobici sila rovna gravitacni sile, kterd tahne téleso k zemi
(co se d¢je, kdyZ néco zveddme)?

hy hy hy

W= J-F ds = J-Fg ds = J-md ds Img[s]:lZ =mgh, —mgh, =E , - E
hl hl hl

V tomto pifipadé€ se vykonana prace rovna zméné potencidlni energie.

=AE
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S¢itani ,,nekoneéné moha nekone¢né malych kousku"

Vzorec pro vypocet momentu setrvaénosti: J = mr” plati pro pevny bod.
Nechdme homogenni ty¢ (na prafezu nezalezi) o délce [/ rotovat kolem jednoho jejiho konce.

Vztah J =mr® = ml* plati je pro kousi¢ek na tplném konci. Jen tato ¢4st ty¢e ma od osy
otaceni vzdalenost /, vSechny ostatni kousky tyce jsou k ose otdceni blize = moment

. ey vr v 2
setrvacnosti urc¢it€ bude mensi nez ml”.



deset ¢asteCnych momentt setrvacnosti, které bychom pak secetli. Vysledek by nebyl tplné
piesny, ale mohli bychom ho zpfesnit tim, Ze bychom ty¢ rozd€lili na vétsi pocet mensich
kouskii = ¢im vice, ¢im tencich kouskll bychom pouzili, tim pfesnéjsi vysledek bychom
ziskali = zcela presné bychom moment setrvacnosti urcili, kdybychom secetli nekone¢né
mnoho nekone¢né malych kouskl (cozZ nenfi nic jiného nez vypocet integralu).
Jak velky je moment setrvacnosti jednoho takového nekone¢né tenkého kousku?

'o

Na obrazku kousek ty¢e samoziejmé neni nekonecn¢ tenky, proto jsme si jeho tloustku
oznacili Ax . Moment setrvacnosti kousku ozna¢ime AJ .

Plati: AJ = x*Am = x* pAV = x* pSAx (pouzivame klasické vztahy: J =mx*, m=V p,

V =S [h = S [Ax, kde m je hmotnost, V je objem, 0 je hustota, S je prufez tyce).

Kdyz prejdeme k nekonecné tenkému kousku, zaménime A za d.

dJ = x*dm = x*pdV = x* pSdx

U vsech kouskt je vzorec pro vypocet stejny, jen vzdalenost x kouskil od osy se méni od 0 po
[ = tedy nejmensi hodnota x je 0, nejvétsi hodnota je / a mame za x dosadit vSechna ¢isla
mezi 0 al = ziskali jsme meze integralu.

I 37 3 2 2 2
[ [ l [ 1
J=[xpSdx=pS| | =pst=pSI=—=pV . =m =—mp®
'[ P P {3} P 3 P 3 P 3 3 3

0 0



- TéméF stejny piiklad jako predchozi, jen dvé zmény:
E vr N . L . . )
- *  nejvetsi vzdalenost kousku tyCe od osy je 5 = zménime horni mez integrélu,

e tyCjde od osy na dvé¢ strany (kolem osy rotuji dvé poloviny, kazd4d o délce é =

vysledek vynasobime dvéma.
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i Jp:fxszdeS{%} =ps~2zpsilz oy Lo o Ly
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. TyC jde od osy na obé€ strany: J =2E—|2—4ml :Eml .

Obec né tedy miizeme moment setrvacnosti pocitat podle vzorce: J = I x*dm , kde dm jsou

v oWz

hmotnost nekone¢né¢ mnoha nekonec¢né malych kouskt télesa, jejichz ¢asti maji stejnou
vzdalenost od osy otdceni (proto jsme ty¢ zkrdjeli na kousky rovnobézné s osou otaceni) a
jejich velikost jsme schopni vyjadfit pomoci vzdalenosti x od osy otdceni.

Podobnym zpiisobem jsme v matematice odvozovali vzorce pro objemy.
Vypocet tézisté
Y eXYi%eX ¢ o myx, +m,x
Vypocet t&zisté télesa slozeného ze dvou &ésti: x, = ——1—2=2
m, +m,

Pr. 4: RozSit vzorec pro télesa sloZend ze tif ¢asti. Jak by vypadal vzorec pro téleso sloZené
z n Casti?

=N +myx, +nx,
Xy
| m, +m, +m,

_mx tmyx, +...tmx,

e
mt+m,+..+tm,



Pokud budeme mit téleso, jehoz tvar se plynule méni, mizeme si ho piedstavit jako
nekonecn¢ mnoho nekonec¢né tenkych kouskt (kazdy z nich z konstantni vzdéalenosti od
okraje pfedmétu) a Citatel zlomku spocitat pomoci integralu.
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X
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Pi.5:  Vytvot vzorec pro vypocet téZisté té€lesa o hmotnosti m pomoci integralu.

2z

' Téleso rozd€lime na jednotlivé ¢ésti s konstantni vzdalenost od okraje télesa x, a hmotnosti

Am. :

_Amyx +Amyx, +..+Am,x, _ xAmy + x,Am, +.. + x,Am,
T .
' Am, +0Dm, +...+ D, m

- Plati: Am, +Am, +...+Am, =m.
- Vypocet bude tim piesné&jii, ¢im budou kousky mensi, zcela pfesny, kdy# jich bude
. nekone¢né mnoho a ¢leny v Citateli se¢teme pomoci integralu.
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Pi. 6: Vypocti soufadnice t&Ziste télesa o tvaru pravouhlého trojihelniku.

. Predstavime si kousek predmétu o tloust’ce dx.

" Hmotnost kousicku dm potifebujeme vyjadfit pomoci vzdalenosti x a rozmérua trojihelniku a,
. b. Pfedpokldddme, Ze trojihelnik je homogenni, m4 tedy v§ude stejnou hustotu. ProtoZe jej

- bereme jako ploSny obrazec, miZzeme pouzivat misto normdlni hustoty, hustotu plosnou,

- takovou, Ze plati: m = p; LS, pak tedy dm = p dS = py dx.

. Pro vyjadfeni vysky kousku y, pouZijeme podobnost trojihelnik:
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1 X
1 A
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1 yl
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v A 4
DU axX_ >
U >
a
y _b _
! =—:>y=—(a—x) = dm=,0dS—,0—(a—x)dx
La—-x a a

Hodnoty proménné x ménime od 0 do a. Dosadime do integrélu.

a b ba b
xp—\a—x)dx p—|xla—x)dx 2. a
'([ a( ) _ a;[ ( ) =pa.[xa—x2dx:pb{ax—2_x—3} =
2
0

E_X'T: =
m m m
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Shrnuti:



